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1  Ú1� k� n xk := x1 Úx2 Ú… Úxn *��
����
��*

1 Ù1� k��� n Ø(xkÙx�) *��
���� ��*

1 x1 Ù Øx2 Ù Øx3 Ùx4 *� / 2/
3
 � � 20
3
 � � 20
3
 � 42/*

1 hb1,…,bn
(x1,…,xn) *� / 2 � / 3
 � � 2� � 3

 � 3
 � 	 2 � 	 *

1 Úb:f(b)=1 hb(x)  =  f(x)     
'�� !����
���

5����� ��������

����� ���� ÚÚÚÚ�
 ÙÙÙÙ�
 ØØØØ*x � y"   =   "y  Ú Øx"

*x Û y"   =   "(x Ùy)  Ú (Øx  Ù Øy)"
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"
������������� ������� j (x1,…,xn) �� ��������������������
�� ��� !���� ��
��������� ��
��� ��������
 x1,…,xn

.���� 0�
���
 1��
���� ��%� j ������ ��
 true �

"
�� F ��
������� �� �������������������� �� ��� !����
�
.6�����
��������� ��
���
��������� ��������

���� ��%� ��� j ÎF ������ ��
 true �

"
 ������������������ j ������� ��
 true ��� ��� ����������

�������� ��
 xÚy �����������
��
���������
��
 xÚØxÚØy ���������� ���
���������
��
 xÙØx ����� ���������� ��� ���������
��
 { xÚy, xÚØy, ØxÚy, ØxÚØy } ��� ����������

!����"� j �� ��� ���������  ��� Øj �� ����������
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 ����� �����

��	�
� *	

$�� 9� F ,Y ���� ��� ��
������������� ������� j ,y �

:��� * F � Y*
�� ��� ��������� ��
��������
��%���
��� jÎF true �
����
����� ��
����
��  yÎY true �

�������� �� ��

 { x Ùy } � { x } ��
 { jÙy } � { j }

��
 { j Ú y } � { j , y } ��

 { x Úy, x Ú Øy } � { x }    

�
 {} � y ���  y ��������� ��
 F � {}  ���  F ��� ����������

!����"�	
���%����� �����& 	
��
 F � Y ,j ,y  �ç�ç�ç�ç F � Y ,jÚy
�
 F ,j ,y � Y  �ç�ç�ç�ç F ,jÙy � Y
��
 F � j � Y 3

 F �y � Y  �ç�ç�ç�ç F � jÚy � Y
��
 F � Y ,j 3

 F � Y ,y  �ç�ç�ç�ç F � Y � jÙy

��
 F � j � Y ,j
��
 F � Y ,j  

�ç�ç�ç�ç F �Øj � Y
��
 F � j � Y  

�ç�ç�ç�ç F � Y ,Øj

'��� F ,j
��� FÈ { j }
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*�)����� * x� (xÙy)ÚØy
 �������� ����� �� ��������;����������� ��
����	

������� �����	
����� ����

��
 x,y� y ��
 x� y,Øy
��
 x� x,Øy

��
 x� xÙy,Øy ��
 x� (xÙy)ÚØy

*�)����� * y � ØØy
*�)����� * ØØy� y
*�)����� * jÚy � yÚj

�� y � y �� y �Øy � {} �� y � ØØy

�� y � y �� {} � y �Øy �� ØØy� y

����� *���� 	
��
 F � Y ,j ,y  �ç�ç�ç�ç F � Y ,jÚy
�
 F ,j ,y � Y  �ç�ç�ç�ç F ,jÙy � Y
��
 F � j � Y 3

 F �y � Y  �ç�ç�ç�ç F � jÚy � Y
��
 F � Y ,j 3

 F � Y ,y  �ç�ç�ç�ç F � Y � jÙy

��
 F � j � Y ,j
��
 F � Y ,j  

�ç�ç�ç�ç F �Øj � Y
��
 F � j � Y  

�ç�ç�ç�ç F � Y ,Øj
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*�)����� * x� (xÙy)ÚØy ��� """" x,y. x � (xÙy)ÚØy

��
 F � Y ,j ,y  �ç�ç�ç�ç F � Y ,jÚy
�
 F ,j ,y � Y  �ç�ç�ç�ç F ,jÙy � Y
��
 F � j � Y 3

 F �y � Y  �ç�ç�ç�ç F � jÚy � Y
��
 F � Y ,j 3

 F � Y ,y  �ç�ç�ç�ç F � Y � jÙy

��
 F � j � Y ,j
��
 F � Y ,j  

�ç�ç�ç�ç F �Øj � Y
��
 F � j � Y  

�ç�ç�ç�ç F � Y ,Øj

'��
	
���� ���� ��� ��������� ����� .<��������� �	
F � Y ,y (x,0)Úy(x,1) �ç�ç�ç�ç F � Y ,$$$$y.y (x,y)

F � Y ,y (x,0)Ùy(x,1) �ç�ç�ç�ç F � Y ,"""" y.y (x,y)
…………………………………………

%+�	�& ����� .����� �� 
��������� �	������	 �  

F � y �� ��� ��� �� ��� � ����� ���� �� �����
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�
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��� """" x,y. x � (xÙy)ÚØy �
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�� � "
 �	���	��� �� �
�� X ����
��������� fk:X

� k�ç X 3
��������
 R�  Í X� � ��
������ � k,� k

.'�������� �� ��������� ��
����� 0�

=
���
  ´ ��
�� �

�������� ��

 ( { 0,1} , 0 , 1 , Ú , Ù , Ø , = ) 5������

��

 ( � , 0 ,  1 , + ,  - ,  ́ , < ) >���
��
�
����

��

 ( � , 0 ,  1 , + ,  - ,  ́ , = ) '����! ������

��

 ( � , 0 , 1 , + ,  ´ , < ) ?��� "��������

�

 ( � , 0 , 1 , + ,  < ) ?������� "��������

��

 ( � 2´ 2 , 0 , I , + , ́ , = ) >��
����� �������

��

 ( � , < ) >�������� ��
������� ����� ��
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 �	���	��� �� �
�� X ����
��������� fk:X

� k�ç X 3
��������
 R�  Í X� � ��
������ � k,� k

&���
�
 �	��� S ������� ����� ���� D�



���� ������ newÎ S�

 push :Ś D� S�

 pop :S� D

�������� ��
��������� ��
�������� X := S È D�

������	�-'�
�� � pop (push (s,d))=d

pop(new) ��� ����� �	� ���� ��
 D
����� ��� � ������	

 if (s!==new)  d:=pop(s)

"�����������
������� �����;������� empty Í S�
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�� � "
 �	���	��� �� �
�� X ����
��������� fk:X

� k�ç X 3
��������
 R�  Í X� � ��
������ � k,� k

�������� � ��

 � 2 ( { 0,1} , 0 , 1 , Ú , Ù , Ø , = )
��

 ( � , 0 ,  1 , + ,  - ,  ́ , < )

��

 ( � , 0 ,  1 , + ,  - ,  ́ , = )

��

 ( � , 0 , 1 , + ,  ´ , < )
��

 ( � 2´ 2 , 0 , I , + , ́ , = )
��
 (S,new,push ,pop ,=)

"�
 �������
�� �� .������������ ������
�������
���� ���������@
�
 ������� �� �
5�����;���������
����������� ��
��������
����� !���������

"" x x $$y.y. x + y x + y = 0= 0
"" x.x. ( ( xx = 0  = 0  ÚÚ $$yy.  .  x x ´́ yy = 1 )= 1 )

"" xx $$yy.  .  x x = = y y ´́ yy
"" xx "" yy.   .   xx ´́ y y = = y y ´́ xx

"" y y "" zz. ( . ( xx�� yy´́ zz ÚÚ yy = 1  = 1  ÚÚ zz = 1 )= 1 )

��
!���

 x ���

 (xÙy)ÚØy �

������� " x.  x = (xÙy)ÚØy
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��������� fk:X

� k�ç X 3
��������
 R�  Í X� � ��
������ � k,� k

�������� ��

 � 2 ( { 0,1} , 0 , 1 , Ú , Ù , Ø , = )
��

 ( � , 0 ,  1 , + ,  - ,  ́ , < )

��

 ( � , 0 ,  1 , + ,  - ,  ́ , = )

��

 ( � , 0 , 1 , + ,  ´ , < )
��

 ( � 2´ 2 , 0 , I , + , ́ , = )
��
 (S,new,push ,pop ,=)

"" x x $$y.y. x + y x + y = 0= 0
"" x.x. ( ( xx = 0  = 0  ÚÚ $$yy.  .  x x ´́ yy = 1 )= 1 )

"" xx $$yy.  .  x x = = y y ´́ yy
"" xx "" yy.   .   xx ´́ y y = = y y ´́ xx

"" y y "" zz. ( . ( xx�� yy´́ zz ÚÚ yy = 1  = 1  ÚÚ zz = 1 )= 1 )

'�
���	
.
��-'��	���	�$�	� �����

/
�� ������������ ������	
 0; 1 ���
������ ��;����
stack 2�����;�����;�����
���%� �����A � ��;���, ���

B��
���� ���� ��� ��
 ��
��� ��
 ���	���	 ���� ��� 	
��������� ��
 ������� ��
 ���������
 �������
�������
� �
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� 2 ( { 0,1} , 0 , 1 , Ú , Ù , Ø , = )

B��
���� ���� ��� ��
 ��
��� ��
 ���	���	 ���� ��� 	
��������� ��
 ������� ��
 ���������
 �������
�������
� �

� � y ��� y ��� � ����� ���� C �������������
���
����
��������� ��� � ����� ����������������
��

/
����	�/
����	� �������������� ./D�/�	
./D�/�	
 �������������� ���� ��
��
��
 �!�����!���� ������ �������������� ������������ ����
����
 �������� 		

( ( ��� ���� � , 0 , 1 , + , , 0 , 1 , + ,  ´ ´  ́´ ´ ´  ́´ , < ), < )

0 �	 ���� ��%
��
C ��� ����� �������$
 11

/
����	2�34���2������


��������

��

( ( ��� ���� � , 0 , 1 , + , , 0 , 1 , + ,  ´ ´  ́´ ´ ´  ́´ , < ), < )
�)������)����� .. ���
�����
��   !����	����!����	���� �	
�	
 ������ ����
��
�������
��
�������
 �������������� ������������ CC ��
��
 �!�����!���� �
�

����
����
 �������� ���� �������� ���������� ���������� ������ �� ��
������ ������������ �"�������"������ 	�����
	�����
 �
�
 ������������������ ##

�)������)����� 	
	
 ������ !����!���� ���� .. ���� 
���
���   �
�

�������������� ������������ CC ��
��
 �!�����!���� �
�

����
����
 �������� ���� �������� ���������� ���������� ������ �� ��
������ ������������ �"��"� �	�����
�	�����
 �
�
 �	�	 ������������������ ##
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0 �	 ���� ��%
��
C ��� ����� �������$

��
 " n: S(n)� 0
���
 " n,m: n=m ÚS(n)� S(m) ����
 " n $m:  n=0 Ún=S(m)
���
 " n:  n=n+0 ��
 " n,m: n+S(m)=S(n+m)

����
 " n,m: n´ S(m) = n´ m+ n���
 " n:  n´ 0=0

6 �� ���� ?���#� "!���� ��� ( ��� � , 0 , S , + ,  ´ ´  ́´ )

� � f(0)=0 Ù " n. f(S(n))=f(n)+n  � " n. 2́ f(n) = n´ S(n) 1

�)������)����� 	
	
 ������ !����!���� ���� 
���
���   ��������������
������������ CC ��
��
 �!�����!���� �
����
�
����
 �������� ���� ���������� 		
� � y ��� y ��� � ����� ���� C ��������������

(
��	 ,���� 9����	
���� �������������� ��� ����� �
��� ��� ������;��������;���������$

��������;�������
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��
( ( ��� ���� � , 0 , 1 , + , , 0 , 1 , + ,  ´ ´  ́´ ´ ´  ́´ , < ), < ) ( ( ��� ���� � , 0 , 1 , + , , 0 , 1 , + ,  ´ ´  ́´ ´ ´  ́´ , < ), < )

�� ������������ $��$�� ������������ �"������"�����
	�����
	�����
 �
�
 ������������������ ##

������ ������������ �"��"�
�	�����
�	�����
 �
�
 �	�	 ������������������ ##

  $$$$$$$$

( ( ��� ���� � , 0 , 1 , + , , 0 , 1 , + ,  ´ ´  ́´ ´ ´  ́´ , < ), < )

���� $$$$$$$$ """""""" $$$$$$$$ ���������� ����
������������������ ���� ������������������ ��

������ ���� ������������ �������������������� ������ ( ( ��� ���� � , 0 , 1 , + , , 0 , 1 , + ,  ´ ´  ́´ ´ ´  ́´ , < ), < )
�������� �����
�����
 ������������������ ���������� ������������ �� ������������ $$
'��������'�������� ��
��
 �������� �������������������� ���
���
 EE�������������������� FF������
( ( ��� ���� � , 0 , 1 , + , , 0 , 1 , + ,  ´ ´  ́´ ´ ´  ́´ , < )  , < )  ���� �������������� $$

G���G��� �������
�������
 ������������������ (
(
 )�)� ���������� AA ���� ���� ������ $$



LOGIC: M.Ziegler
�)����	
��� #����	�����
�������� 7����
��

Folklore: Don‘t test for equality!

So, how about inequality "<" ?

x=0  Û  Ø (x<0)  Ù Ø(x>0)

® non-extensional semantics

1 IEEE float ; double 	
����

��� ��%���� ���������
������� �����������
���

1 )������ ��������� 	

���� �����������

1 -������������ ��������� 	
��� ����� ������� ��������(

1  ���� ��������� ;>������ "������� 	
H�
��������� ��������

1 ���>"-;5  ,-����� 	
�	 ��������� ��������

?���������� �������
��� ���� �����������	
1 ��������
1 ������
���� ��� REAL

1 ��������� ��������
1 ���,!�����������
1 �������"��
�
��	
��
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· Logic

· Set Theory

· Analysis

· Geometry

· (linear) Algebra

· Combinatorics

· Stochastics

· Number Theory

· Theory of Computing
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